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1.1 Diferenţierea formulelor de tip Voronovskaya . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2 Rezultate de tip Voronovskaya pentru operatori care păstrează două funcţii 18
1.3 Operator de tip Bernstein-Schnabl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4 Operatori de tip Rathore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4.1 Momente şi momente centrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4.2 Rezultate de tip Voronovskaja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2 Operatori liniari şi pozitivi: vectori, valori proprii şi aplicaţii ı̂n ecuaţiile
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4.2 Comparaţia cu operatorii clasici Bernstein-Stancu . . . . . . . . . . . . 77
Bibliografie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3

2



Introducere

Teoria Aproximării este o teorie plurivalentă. Operatorii liniari pozitivi joacă un rol important
ı̂n acest domeniu. Ei sunt folosit, i pentru a obt, ine rezultate calitative exprimate prin convergent,a
funct, iilor de aproximare către o funct, ie prescrisă. Rata de convergent, ă ı̂n acest proces este
descrisă ı̂n termeni de inegalităt, i specifice s, i implicând module de continuitate. Proprietăt, ile
funct, iilor aproximative pot fi utilizate pentru a obt, ine rate mai bune de convergent, ă. În acest
sens, funct, iile convexe s, i funct, iile convexe generalizate pot fi aproximate cu o viteză mai mare
dacă alegem clase potrivite de operatori liniari pozitivi.

Pe de altă parte, gradul de netezime al unei funct, ii influent,ează gradul de aproximare. În
acest context, rezultatele de tip Voronovskaja joacă un rol semnificativ. Comportamentul unui
operator liniar pozitiv Ln ı̂n raport cu polinoamele este important pentru calcularea momentelor
s, i momentelor centrale, esent, iale ı̂n stabilirea rezultatelor de tip Voronovskaja. Prin urmare,
vectorii şi valorile proprii ale operatorului Ln oferă informat, ii importante privind imaginile
polinoamelor sub Ln. În special, nucleul lui Ln este un subiect important de studiu.

Pornind de la un s, ir dat de operatori liniari pozitivi, unele modificări ar putea avea pro-
prietăt, i de aproximare mai bune sau proprietăt, i de păstrare a formei mai bune. În acest sens,
modificările de tip Kantorovich sunt adesea utilizate. Iteratele operatorilor liniari pozitivi sunt
importante atât ı̂n Teoria Aproximării, cât s, i ı̂n Teoria Ergodică. Convergent,a acestor iterate
poate fi studiată ı̂n unele cazuri folosind rezultate s, i algoritmi din algebra liniară.

Operatorii liniari pozitivi clasici păstrează de obicei funct, iile afine. În ultimii ani, s-a acor-
dat o atent, ie specială construct, iei de noi s, iruri care păstrează una sau două funct, ii prescrise.
Aceasta a extins familia de funct, ii care pot fi aproximate folosind operatori liniari pozitivi.

Prezenta teză se ocupă de subiecte legate de contextul de mai sus. Această Introducere este
urmată de 4 capitole s, i o listă de referint,e.

Capitolul 1, ”Rezultate de tip Voronovskaja pentru s, iruri de operatori”, vizează două as-
pecte importante. În primul rând, prezentăm formule de tip Voronovskaja care pot fi ”diferent, iate”
(prin schimbarea ordinii limitelor s, i diferent, ierii) sau care sunt asociate cu operatori care fixează
două funct, ii date. În al doilea rând, obt, inem rezultate noi privind unele s, iruri speciale de oper-
atori liniari pozitivi investigate anterior ı̂n literatură; ı̂n special, formula lor de tip Voronovskaja
poate fi, de asemenea, ”diferent, iată”. Polinoamele Appell sunt implicate ı̂n studiul momentelor
acestor operatori.

Sect, iunea 1.1 este dedicată ”diferent, ierii” unei formule de tip Voronovskaja. Rezultatul
principal poate fi prezentat astfel: dacă formula de tip Voronovskaja pentru şirul (Ln)n>1 poate
fi ”diferent, iată”, atunci formula asociată cu operatorii modificat, i ı̂n sensul [14] poate fi, de
asemenea, ”diferent, iată”.

În cadrul Sect, iunii 1.2 discutăm despre operatorii care păstrează două monoame sau, mai
general, două puteri ale unei biject, ii date obt, inute prin modificarea celor clasici. În plus,
proprietăt, ile de aproximare sunt descrise ı̂n corelat, ie cu operatorii lor de tip Voronovskaja.
Concret, ı̂ncepem cu un s, ir clasic de operatori liniari pozitivi (Bernstein, Meyer-König s, i Zeller)
s, i ı̂i modificăm pentru a obt, ine un nou s, ir de operatori care păstrează monoamele xi s, i xj. Pentru
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astfel de s, iruri modificate stabilim formulele de tip Voronovskaja s, i comparăm magnitudinea
operatorilor de tip Voronovskaja. Acest lucru oferă informat, ii despre calitatea aproximării.
Găsim intervale ı̂n care un s, ir de operatori oferă o aproximare mai bună decât alte s, iruri.

Când un operator liniar pozitiv păstrează două funct, ii φ, ψ, un subiect de interes este să
considerăm comportamentul său ı̂n raport cu funct, iile care sunt convexe relativ la {φ, ψ} (vezi
[14]). Studiul comportamentului lor ı̂n raport cu funct, iile convexe generalizate corespunzătoare
ar putea fi un subiect de lucru ulterior. În acest sens, limita de tip Voronovskaja a unui s, ir de
operatori oferă informat, ii importante privind comportamentul operatorilor ı̂n raport cu clasele
potrivite de funct, ii convexe.

În [75] s, i [20] autorii au introdus un s, ir de operatori liniari pozitivi Ln descris, i ı̂n termeni
de diferent,e divizate sau, echivalent, ı̂n termeni diferit, i. În Sect, iunea 1.3 arătăm că aces,ti op-
eratori posedă proprietatea de comutativitate cu operatorul diferent, ial obis,nuit; ı̂n consecint, ă,
sunt invarianti sub modificarea de tip Kantorovich. Oferim expresii explicite pentru imaginile
funct, iilor exponent, iale s, i trigonometrice sub Ln. În plus, arătăm că pentru fiecare n fixat,
imaginile monoamelor sub Ln formează un s, ir de polinoame Appell. Acest lucru duce la un-
ele identităt, i algebrice implicând numerele Stirling de spet,a a doua. În plus, sunt ment, ionate
rezultate care arată că momentele centrale ale lui Ln sunt funct, ii constante pentru care oferim
estimări.

Sect, iunea finală a acestui capitol prezintă subiectul operatorilor de tip Rathore (Rn,c)

introdus, i recent. În ceea ce prives,te aces,ti operatori, oferim rezultate de tip Voronovskaja
s, i o comparat, ie cu operatorii extins, i Szász-Mirakjan. Observând că condit, ia f (3) > 0 exprimă
o proprietate de convexitate generalizată, intent, ionăm să extindem rezultatul de tip ment, ionat
ı̂n Remarca 1.9 la alte clase de funct, ii convexe generalizate.

Capitolul 2 este intitulat ”Operatori liniari pozitivi: vectori, valori proprii şi aplicat, ii ı̂n
ecuat, iile cu diferent,e”. În acest capitol considerăm operatorii dat, i ı̂n Sect, iunea 1.3, restrict, ionat, i
la C(R). Sect, iunea 2.1 este dedicată operatorilor Ln restrict, ionat, i la polinoame. Pentru a
descrie vectorii şi valorile proprii ale operatorilor, investigăm matricile lui Ln : Π2k → Π2k,
respectiv Ln : Π2k+1 → Π2k+1, ı̂n raport cu bazele monice. Nucleul operatorului Ln act, ionând
pe C(R) este subiectul studiului ı̂n Sect, iunea 2.2. Acest nucleu este legat de setul de solut, ii ale
unei ecuat, ii cu diferent,e. Pentru T > 0 s, i p ∈ Πm, oferim trei algoritmi pentru a găsi q ∈ Πm+1

astfel ı̂ncât q(x + T ) − q(x) = p(x), x ∈ R. Algoritmii sunt utili ı̂n inversarea operatorului
Ln : Π → Π s, i, ı̂n cele din urmă, ı̂n rezolvarea unor ecuat, ii cu diferent,e. Sect, iunea 2.3 se
ocupă de vectorii şi valorile proprii ale operatorilor de tip Beta din familia generală depinzând
de parametrii α > −1, β > −1. Găsim valorile proprii ı̂n forme explicite s, i oferim relat, ii de
recurent, ă pentru coeficient, ii polinoamelor proprii. Cazul limită când α > −1, β > −1 a fost
considerat ı̂n [39]. Unele rezultate din [39] sunt regăsite şi ı̂n rezultatele noastre din Sect, iunea
2.3.

Capitolul 3 intent, ionează să prezinte exemple de operatori liniari pozitivi modificat, i,
iterat, iile lor s, i sisteme de ecuat, ii liniare. Cazurile modificărilor de tip Kantorovich ale op-
eratorilor de legătură s, i modificările de tip Stancu ale operatorilor Bernstein sunt aduse ı̂n
discut, ie.

Sect, iunea 3.1 se ocupă de modificările de tip Kantorovich ale operatorilor de legătură s, i
prezintă studiul lor ı̂n raport cu limita iteratelor s, i măsura invariantă. În special, oferim o nouă
demonstrat, ie a [12, Teorema 5.1]. Un exemplu concret, unde măsura invariantă este măsura
Lebesgue, este prezentat la sfârs, itul sect, iunii.

În Sect, iunea 3.2 considerăm o familie de operatori Stancu, vezi [41], [40], s, i investigăm limita
iteratelor unui astfel de operator. În găsirea limitei iteratelor, un pas esent, ial este solut, ia unui
sistem de ecuat, ii algebrice liniare.

Sect, iunea 3.3 este dedicată unei modificări a s, irului de operatori Bernstein Bn pe C[0, 1],
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introdus, i de Schnabl [78] pentru a investiga saturat, ia globală a s, irului (Bn). Arătăm că aces,tia
pot fi obt, inut, i ca un caz particular al operatorilor Stancu, s, i astfel rezultatele din Sect, iunea 3.2
pot fi aplicate. Operatorii Cn introdus, i de Schnabl nu păstrează funct, ia constantă e0. De fapt,
Cne0 =

n−1
n
e0. Prin urmare, formula de tip Voronovskaja pentru s, irul Cn stabilită de Schnabl

cont, ine ı̂n partea dreaptă nu doar f ′ s, i f ′′, ci s, i funct, ia f (vezi (3.16)). Considerăm operatorii
An = n

n−1
Cn, n ≥ 2. Formula de tip Voronovskaja pentru s, irul An este mai simplă (vezi (3.17)).

Sect, iunea se ı̂ncheie cu rezultatul privind rata de convergent, ă a s, irului An.
As,a cum am ment, ionat mai sus, limita iteratelor este determinată prin rezolvarea unui

sistem de ecuat, ii liniare. În acest sens, un algoritm A(p), p ∈ R este prezentat ı̂n Sect, iunea
3.4. A(1) coincide cu algoritmul EMML (algoritmul Expectation-Maximization (EM) pentru
a calcula estimările de Maximum Likelihood (ML); acelas, i algoritm este folosit ı̂n contextul
restaurării imaginilor astronomice). A(−1) este o versiune a algoritmului de Reconstruct, ie
a Spat, iului de Imagine (ISRA). La sfârs, itul sect, iunii, algoritmul este ilustrat cu experimente
numerice.

De obicei, ı̂n scopuri practice, un s, ir de operatori liniari pozitivi este convergent către
operatorul identitate. Sub o modificare specifică, cu o nuant, ă probabilistică, un nou s, ir va
converge către un operator diferit de cel identitate, vezi, de exemplu, [13, 28]. În Sect, iunea 3.5
prezentăm rezultate de acest tip implicând o modificare a operatorilor Stancu Ln,β,γ.

Sect, iunea 3.6 oferă o sugestie privind posibile lucrări ulterioare legate de subiectele de mai
sus.

Capitolul 4 este intitulat ”Operatori care fixează funct, ii exponent, iale”. În literatură se
găsesc mai multe lucrări care tratează operatorii liniari pozitivi care fixează anumite funct, ii.
Un punct de plecare a fost articolul scris ı̂n 2003 de P.J. King [53], care a construit operatori
liniari pozitivi pe C[0, 1] care conservă funct, ia constantă 1 s, i funct, ia x2. Operatorii liniari de
tip Bernstein care păstrează 1 s, i o funct, ie dată τ cu proprietăt, i adecvate au fost introdus, i s, i
studiat, i ı̂n [29]. Recent, au fost construit, i operatori care fixează două funct, ii exponent, iale. Aral,
Cardenas-Morales, Garrancho [22] au considerat o generalizare a operatorilor clasici Bernstein
introdus, i de Morigi s, i Neamt,u ı̂n 2000. Specific, ei se concentrează pe un s, ir de operatori care
reproduc funct, iile exponent, iale exp(µt) s, i exp(2µt), µ > 0. Alte lucrări dedicate operatorilor
care fixează funct, ii specifice sunt [5], [11], [14], [22], [29], [36], [45].

Modificăm operatorii Bernstein-Stancu astfel ı̂ncât noii operatori S̃n să păstreze funct, iile
exp(ut) s, i exp(2ut), µ > 0. Această proprietate este prezentată ı̂n Lema 4.2 ii) s, i iii). Un
rezultat de tip Voronovskaja pentru noii operatori introdus, i poate fi găsit ı̂n Teorema 4.1. Clase
speciale de funct, ii monotone generalizate s, i funct, ii convexe sunt considerate ı̂n acest capitol.
Proprietăt, ile de păstrare a formei ale operatorilor S̃n ı̂n raport cu aceste clase de funct, ii sunt
descrise ı̂n Sect, iunea 4.1. Sect, iunea 4.2 este dedicată unei comparat, ii ı̂ntre operatorii (Sn) s, i
operatorii clasici Bernstein-Stancu. Pentru unele funct, ii, prezentăm ilustrări grafice care arată
că operatorii S̃n oferă o aproximare mai bună.
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[42] H. Gonska, I. Raşa, Asymptotic behaviour of differentiated Bernstein polynomials,
Mat. Vesnik 61 (1) (2009), 53–60.
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[58] A. Lupaş, Die Folge der Beta-Operatoren, Dissertation Universität Stuttgart,
1972.
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